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Form und Volumen von Fliissigkeitsmenisken

CARL DRUCKER

Physikalisch-Chemisches Institut, Uppsala, Schweden

ie Frage, welche Form ein Fliissigkeitsmeniskus in einem cylindrischen

Rohr annimmt, gehért zu den alten Problemen der Kapillarititstheorie.
' Ihre Losung wird durch den Umstand erschwert, dass fiir die Integration der .
allgemeinen Differentialgleichung (s. unten) eine weitere Relation erforderlich
ist, welche nicht aus der Theorie selbst folgt und deshalb auf anderem Wege
gewonnen werden muss.

Steigt eine benetzende Fliissigkeit in einem vertikalen Rohr vom Radius
R auf, so hiingt die Form des gebildeten Meniskus von R und der Kapillaritéts-
konstanten * a? der Fliissigkeit ab. Sein meridionaler Vertikalschnitt ist in
Fig. 1 dargestellt, wo CA seine horizontale Tangentebene ist und die Strecke
AB — die Randlinienhohe — in der Rohrwand liegt und mit H bezeichnet
werden soll. Der Meniskus tangiert AB vertikal in B und AC im Symmetrie-
centrum C. Eine Vertikale von einem Punkte P schneidet CA in P’. Wird
die Ordinate PP’ mit y, die Abscisse CP' mit z und der Winkel zwischen CA
und der Tangenten in P mit ¢ bezeichnet, so gilt

P
tan ¢ = —‘;:l;‘ (1)
Gemiss den Grundformeln der Kapillaritéitstheorie ist dann
z
;2[}"‘1‘?/]:;%'I:Vl+(%)2]=;%[x-81n¢] (2)

* Definitionsgeméss ist a2 = 2. y[s die korrigierte Steighdhe in einem Rohr vom Radius 1
mm, wenn y die Oberflachenspannung und s das specifische Gewicht bedeuten.
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8
P
Fig. 1. Meridionalschnitt eines
- Meniskus. CA Beriihrungsebene,
AB Rohrwand. 4
C P oA
oder nach Integration
) A x? u 9
Z-sm@=""-"s +na2 (22)

b ist die Hohe der Fliissigkeitssiule zwischen dem Nullniveau und CA

und # dasjenige Volumen
xr=R, y=H

u=2nf00y-x-dx (3)

welches entsteht, wenn die Fliche CP’P unter der Meniskuskurve um die
Symmetrieaxe rotiert.

Man hat lange nach einer allgemeinen Beziehung zwischen x und y gesucht,
welche gestatten wiirde die Gleichungen (2) und (3) zu integrieren. In Er-
mangelung einer solchen hat man sich bisher mit Naherungsformeln begniigen
miissen, welche zu recht verwickelten Ausdriicken fiihren.

Es ist daher hier versucht worden, den entgegengesetzten Weg einzu-
schlagen, d. h. auf Grund der vorliegenden Versuchsresultate eine empirische
Formel zu gewinnen.

TOTALVOLUMEN UND MITTLERE HOHE DES MENISKUS

Bezeichnet man daé Gesamtvolumen des Meniskus (in mm?), welches
experimentell bestimmt werden kann, mit V, so ist die zugehorige »mittlere -
Hohe»

|4
m = R? (4')

T .

und es folgt aus der Definition
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Iig. 2. Mittlere Hohe von Was-
sermenisken bei 10° fir Radien
bis zu 50 mm. py, py und p be-
rechnet nach Formel (6*), die ge-
strichelte Linie nach Verschaffelt.
Kreise nach Winkler, Quadrat
nach Th. W, Richards.

R— 10 20 30 %0 50

a?

TR h+u (5)
Vor einigen Jahren! wurde gezeigt, dass die bisher experimentell gefun-
denen Werte von u dem Ausdrucke

R 2a
p=—3.¢ (6)

folgen, sofern R nicht grosser ist als etwa 10 mm. Ubersteigt es diesen Betrag,
so gilt die nachstehende Beziehung 2 (2)

H—R a* 3n?

. e 2 +-—.g (6&)

R
.“=M1+M2=?

Als Beispiel fiir diese beiden Ausdriicke sei hier ein Diagramm angefiihrt,
das sich auf Wasser bei 20° bezieht. Die direkt gefundenen Werte von u
wurden teils von Winkler bestimmt 3 (Kreise) teils von Richards4 (Qua-
drat). Im Gebiete bis R = 10 geniigt Formel (6) fiir u,, wihrend dort p,
vernachlissigt werden darf. Bei grosseren Radien fillt w, merklich zu klein
aus, wogegen die Summe y sich dem experimentellen Verlaufe, soweit er be-
kannt ist, gut anschliesst und schliesslich in die gestrichelte Linie * iiber-

* Diese wurde berechnet mittels der von Verschaffelt ¢ abgeleiteten Formel fiir sehr grosse
Radien

__RVZ
2%+ R . 9 a
=2 .092. VL_VE.E

a
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a2
geht, welche gegen den theoretischen Grenzwert p = B= 0 verlduft. Der

Fehler von u diirfte etwa 0,02 mm nicht iibersteigen. Da die Formel (6a)
hiernach als ausreichend bestétigt gelten darf, soll sie den folgenden Berech-
nungen zu Grunde gelegt werden.

RANDLINIENHOHE DES MENISKUS

Verschaffelt und van der Noot 3 haben die Endordinate H (s. Fig. 1) bei
etwa 10° fiir Radien zwischen 1 und 15 mm an vier Fliissigkeiten: Wasser,
Benzol, Ather und Schwefelkohlenstoff mikrometrisch bestimmt. Da diese
wichtigen Ergebnisse nicht allgemein bekannt zu sein scheinen, werden sie
unten ausfiihrlich wiedergegeben.

Sie lassen sich mit guter Naherung darstellen durch

H:a(l—é_é'o) (7)

WO

_Rr
z, ™ (7a)

Q=c

In Tabelle 1 ist der exponentielle Faktor ¢ mit angefithrt worden, um eine
Vorstellung seines Verlaufes und seines Einflusses auf H zu geben. Er steigt
in allen Fillen von 1 bis zu einem Maximum und féllt danach wieder auf 1.
Formel (7) ergibt H = 0 fiir R =0 und H = a fir B = c0.

Tabelle 1. Randlinienhéhen der Menisken. H; gefunden, H), berechnet nach Formel (7).

a: Wasser, b: Benzol, c: Ather, d: Schwefelkohlenstoff.
a b c d

R

Hf H, Q Hf Hb Q Hf H, Q@ Hf Hy Q
0,94 0,95 0,95 1,16. 0,91 0,92 122 0,94 0,93 1,28 | 0,92 0,91 1,24
1,95 1,86 1,89 1,32 | 1,62 1,69 1,49 | 1,54 1,60 1,43 | 1,56 1,60 1,45
2,89 2,46 2,562 1,42 | 2.06 2,10 1,47} 1.96 1,93 1,51 | 1,96 1,92 1,52
3,99 3.02 3,04 148 2,3¢ 2,34 1,46 | 2,04 2,07 1,40 | 2,13 2,05 1,43
5,94 (3,64(%) 3,50 1,48 | 2,41 249 1,31 | 2,15 2,18 1,27 | 2,20 2,16 1,27
9,56 3,74 3,73 1,31 | 2,50 2,69 1,15 | 2,23 2,24 1,11 | 2,22 2,22 1,12
15,6 3,83 3,84 1,14 | 2,62 2,62 1,05 | 2,26 226 — | 2,22 2,24 —
o 3,89 2,63 2,26 2,24
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Tabelle 2. Korrespondierende Werte von xund y nach Formel (8). a: Wasser, b: Benzol.

a
R 2,89 5,00 10,0 12,0 15,6
H 2,46 3,40 3,76 3,80 3,83
h 4,49 2,03 0,44 0,26 0,07
Y x (& x (&2 x G x G x G
0,05 — —_— — -— 3,19 1,017 3,85 1,029 5,29 1,109
0,15 1,38 1,011 2,20 1,040 4,35 1,037 5,22 1,063 7,45 1,215
0,30 1,71 1,008 2,71 1,035 5,32 1,051 6,48 1,083 9,28 1,264
0,50 2.02 1,007 3,18 1,025 6,27 1,065 7,60 1,088 | 10,74 1,261
0.70| 2,29 1,004 3,53 1,019 6,95 1,061 8,45 1,080 | 11,72 1,230
1,00} 2.49 1,002 3,95 1,010 7,73 1,040 9,35 1,064 | 12,70 1,179
1,60 2,74 1,000 4,42 1,004 | 8,60 1,002 | 10,42 1,034 | 13,80 1,100
2,001 2,85 1,000 ! 4,71 1,001 : 9,25 1,001 © 11,09 1,015 | 14,52 1,047 |
2,50 — —_ 4,90 1,000 9,65 1,000 | 11,45 1,004 | 15,02 1,016
3,00 - — — —_ 9.89 1,000 | 11,85 1,001 | 15,46 1,001
b
R 2,89 7,00 10,0
H 2,08 2,47 2,560
h 1,77 0,29 0,07
y x (2] x G 7 z (2]
0,05 —_— — —_ —_— 3,74 1,103
0,15 1,47 1,027 3,64 1,159 5,27 1,182
0,30 1,82 1,019 4,42 1,128 6,53 1,198
0,50 2,14 1,017 5,08 1,084 7,50 1,169
0,70 2,37 1,006 5,55 1,059 8,15 1,127
1,00 2,60 1,002 6,08 1,025 8,80 1,075
1,50 2,82 1,000 6,65 1,002 9,568 1,064
2,00 2,88 1,000 6,95 1,000 9,89 1,000

EIN AUSDRUCK FUR DEN VERTIKALSCHNITT DES MENISKUS

Totalvolumen und mittlere Hohe des Meniskus, sowie seine Randlinien-
hohe, welche hiernach als bekannte Gréssen betrachtet werden diirfen, treten
in der nachfolgenden neuen Formel fiir den Zusammenhang zwischen den
Koordinaten 2 und y des Meniskuskurve auf. An Stelle von ¢ (s. oben) wird

A
der Winkel ¢ = PCP’ (s. Fig. 1) eingefiihrt, dessen Tangens tan a = ¥/g ist,
und es wird weiter gesetzt
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y H (%"%)'G

i ®)

®

tan ¢ =

wOo

o (8a)

(Die Grossen R, H und k wurden bereits definiert.)

Der exponentielle Faktor G spielt eine entscheidende Rolle lediglich dann,
wenn R gross, somit & relativ klein ist (vgl. Formel (5)).

Tabelle 2 enthilt zusammengehorige Werte von = und y, welche der For-
mel (8) geniigen und mittels der oben berechneten Werte fiir a, H und p
(resp. h) gefunden wurden. Wie oben @ ist hier der Faktor G' mit aufgenommen
worden, um seinen Verlauf zu zeigen *,

ANWENDUNG DER FORMEL (8) AUF TOTALVOLUMEN UND
~ MITTLERE HOHE

Das Totalvolumen ergibt sich durch Integration der Formel (3) als

H, R
V=2xr |y-x-dx

00

Zeichnet man die Kurve y = f(x) geméss Tabelle 2 und bestimmt mittels
Planimeter die zugehorige Fliche F — entsprechend CAB in Fig. 1 — sowie
in derselben Weise die Abscisse X der diese Fliche halbierenden Ordinate,
so wird

2.F. X
V=2a-F.-X und x4 = —r

Die derart gefundene mittlere Hohe ist in Tabelle 3 unter u, verzeichnet,
wihrend p, aus Formel (6a) folgt. Alle Grossen sind in mm resp. mm? aus-
gedriickt und gelten natiirlich fiir 10°. g, und g, stimmen gut iiberein. Der
Faktor G kommt bei kleinen Radien nicht zur Geltung und kann fiir diese

* Fiir die Berechnung eignet sich die logarithmische Form

R y R
In g+1n—I—I=1nw+(7I"—‘;—)'G (8b)

in welcher, bei willkiirlich gewahltem y, = so lange verdndert wird, bis beide Seiten iiberein-
stimmen,
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Tabelle 3. Mittlere Hohe der Menisken bei 10°, berechnet nach Formel (8) (m;,) resp.
Formel (6%} (u); a: Wasser, b: Benzol.

a b
|
K | 2,89 500 10,0 12,0 156 [ 2,89 4,00 7,00 10,0
F | 1,25 2,88 6,05 6,772 8,07 | 1,02 1,60 2,70 3,38
X | 2,43 4,30 8,60 10,50 13,80 | 2,50 3,43 6,05 8,70
Mo | 0,73 0,99 1,04 0,98 0,92 (0,81) 0,61 0,69 0,67 0,59
M | 0,73 0,99 1,06 0,96 0,90 { 0,63 0,71 0,67 0,61 |

gleich 1 gesetzt werden; bei grossen Radien dagegen gewinnt er an Bedeu-
tung *.
EINZELNE PUNKTE DER MENISKUSKURVE

Die vorstehende Berechnung bezieht sich auf den Fall, dass in Formel
(22) x = R, y= H und sin ¢ = 1. Ist aber fiir einen beliebigen anderen Punkt
sin @ bekannt, so kann dieselbe Berechnung auch auf diesen angewendet wer-
den. Man erhilt nun diesen Winkel einfach durch Differentiation der Gleich-
ung (8) wie folgt **

ﬁ_yz-x-2(R—x)_{_R-y.Z-(R——x)
dy y 14+6Glz  H-3.h R 3 h. R ]
— =tan ¢ = — - (9)
dz x 1—G 1_}_“ - (R—a)?  R.y.-(R—a)?
H H-3.h R xz.3. R?

Wird der hieraus sich ergebende Wert von sin ¢ in Formel (2*) eingesetzt,
erhilt man fiir den gewihlten Punkt (», y) das seinen Koordinaten entspre-
chende Teilvolumen des Meniskus

(l> =a?-xsingp —h.x? (10)
/1

* Wollte man z. B. bei B = 15,6 fir Wasser @ gleich 1 annehmen, so wiirde sich g, zu 1,06
statt 0,92 ergeben. Andrerseits erhiilt man bei sehr grossen Radien recht unsichere Werte fiir
k, weil dann 8%/p fast gleich 4 wird. Es wurde als Beispiel fiir den Einfluss dieser Unsicherheit in
einem Falle (Tabelle 3, Wasser, B = 15,6) der wie angegeben berechnete Wert von h = 0,07
durch A = 0,036 ersetzt, wie er sich nach Verschaffelt 6 ergibt. Damit wurde u, = 0,81 erhalten
(vgl. Tabelle 3, eingeklammert). Wegen dicses Umstandes sind die Rechnungen fiir Benzol nur
bis B = 10 ausgefithrt worden,

** Wird in Formel (8) durchweg @ = 1 gesetzt, reduciert sich (9) auf

&
8
+
&

7 = tan = —->: {9a)

&
l
T
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Tabelle 4. Teilvolumina von Menisken fiir ausgewdhlte Einzelpunkte, nach Formel (2a )
und ( 10) ((g ). ), resp. Formel (11) ((-g J)s). R = 10. a: Wasser, b: Benzol.

. u u

y z sin @ (;)1 F, X, (;)2
a

1,00 7,73 0,455 27 1,95 6,40 25

2,00 9,25 0,712 62 4,15 7,85 65
b

1,00 8,80 0,470 24 1,72 7,55 26

2,00 9,89 0,881 50 3,15 8,65 54

Ermittelt man andrerseits die zugehérige Fliche F, sowie die Abscisse
X, deren Ordinate F, in zwei gleiche Teile scheidet, mit Hilfe des Planimeters
in gleicher Weise wie oben die Grossen F und X, so muss

(l)zz 2. F,. X, (11)

T

°
eben so gross gefunden werden wie (—~> .
/1

Das Ergebnis einer solchen Priifung der Formeln wird hier in Tabelle 4
fiir Wasser und Benzol angefiihrt, wobei in beiden Fillen R = 10.
Die beiden Werte stimmen danach innerbalb der Fehlergrenze iiberein.

ANWENDUNG AUF DIREKT AUSGEMESSENE MENISKUSKURVEN

Wenn fiir beliebig viele Punkte (z, y) einer Meniskuskurve sowohl = wie
y direkt bestimmt worden sind, kénnen die Formeln iiber den gesamten Ver-
lauf der Kurve gepriift werden.

Brauchbare Messungen dieser Art liegen wohl nur fiir Quecksilbermenisken
vor, die leider, wie bekannt, sehr empfindlich gegen die Zusammensetzung der
Atmosphire sowie das Wandmaterial sind.

Palacios 7, der etwa drei Dutzend solche Kurven mittels Mikrometer bei
Radien zwischen 5 und 12 mm aufgenommen hat, fand in einem Falle (B =
5,10 mm) die unten in Tabelle 5 wiedergegebenen Werte fiir z und y. Nach
seiner Berechnung ergibt sich daraus als Oberflichenspannung des Queck-

: dyn mg .
silbers y = 264 o oder 26,9 om’ d.h. a2 = 3,99 mm?2 Demnach sollte die
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Tabelle 5. Koordinaten eines Quecksilbermeniskus. x Abscisse, Ordinaten y (experimen-
tell gefunden ), y; berechnet nach Formel (8), y, berechnet von Palacios.

z % y Ya & Y Yy Ya
4,90 1,30 1,301 1,296 4,30 0,76 0,764 0,757
4,80 1,18 1,172 1,175 4,20 0, 70 0,703 0,697
4,70 1,08 1,076 1,085 4,10 0,64 0,648 0,655
4,60 0,98 0,980 0,981 4,00 0,58 0,598 0,597
4,50 0,90 0,901 0,903 3,80 0,48 0,506 0,506
4,40 0,83 0,829 0,828 3,60 0,40 0,420 0,414

Randlinienhéhe kleiner sein als @ = 2,00, wihrend Palacios H = 2,43 findet.
. Trotz dieses Widerspruches * stimmen seine berechneten Werte gut mit den
direkt gemessenen. Man darf danach wohl annehmen, dass auch bei anders
gewihlten Konstanten die Uebereinstimmung bestehen bleibt.

Da der Exponent G (Formel 8) nur unwesentlich von 1 abweicht, falls
nahe gleich R ist, so setzen wir in diesem Falle ndherungsweise bei den gross-
ten x-Werten G = 1. Dann ergibt sich aus Gl. (8) mit guter Niherung
H=y,_3z Es folgt weiter a@ aus Gl. (7), ferner ein Wert fiir y aus Gl. (6a) und

endlich ist b = .E— u. Auf diese Weise wurde gefunden H = 2,10, a = 2,20,

# = 0,61 und A = 0,33. Setzt man diese Zahlen in Gl. (8) ein, so ergeben sich
die in Tabelle 5 stehenden Werte y,, wihrend Palacios y fand und y, berechnete.

Der Unterschied zwischen g, und y erscheint unerheblich, wenn man beach-
tet, dass kleine Fehler von H und A stark zur Geltung kommen und diese Gros-
sen nicht mit der wiinschenswerten Genauigkeit berechnet werden kénnen.

Demnach zeigen alle oben durchgefiihrten Priifungen, dass die Formeln
(6), (7) und (8) die experimentell gefundenen Verhiltnisse befriedigend wieder-
geben. Die in diesen Formeln auftretenden Exponenten bediirfen vermutlich
in Zukunft gewisser sekundédrer Verbesserungen, doch sind Versuche in dieser
Richtung wohl so lange zwecklos, bis Volumen und Randlinienhéhe mit
wesentlich grosserer Genauigkeit als bisher bestimmt werden kénnen.

Wichtiger als dies erscheint es in principieller Hingicht, dass das Volumen
des Meniskus, seine Randlinienhéhe und der Zusammenhang zwischen Ordi-
nate und Abscisse durch exponentielle, resp. mehrfach-exponentielle Formeln
dargestellt werden konnen. Die Aufmerksamkeit auf diesen Umstand zu rich-
ten, ist der Zweck der vorstehenden Mitteilung.

dyn
* In einem anderen Falle (R = 10,11) findet Palacios y = 339 ayn oder a2 = 5,12 und
cm

H = 2,50, also auch hier H > a.
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ZUSAMMENFASSUNG .

Es werden drei Formeln mitgeteilt, deren erste das Volumen eines Fliissig-
keitsmeniskus, die zweite die Hohe seiner Randlinie und die dritte den Zu-
sammenhang zwischen Abscisse und Ordinate seines Meridionalschnittes zu
berechnen gestattet.

Die Berechnung setzt lediglich die Kenntnis von Rohrradius und Kapilla-
ritétskonstante der Fliissigkeit voraus.

Die Formeln wurden an Versuchsresultaten der Litteratur bestétigt.

Der Verfasser benutzt gern die Gelegenheit, Herrn Professor Svedberg fiir die Ermog-
lichung der Durchfiihrung dieser und der vorstehenden Untersuchung und sein dauern-
des Interesse zu danken.
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